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имеет конечное число решений относительно ha1
a2 на
Sm. Следовательно справедлива
Теорема 2.2. В случае p=4, q=2 в 4плоскости L~14
в каждой точке A∈Sm⊂En (m≥4)  имеется конечное
число плоскостей L12 таких, что соответствующее
отображение f:L12→P12 является отображением fa в
смысле определения 2.1 в [1].
Замечание 2.2. Соотношения (2.12) с учетом
П40, см. (2.13), обеспечивают канонизацию орто
нормального репера R mповерхности Sm⊂En, при
которой плоскость L12=(A
−
,e−1,e−2)⊥L22=(A−,e−3,e−4) удовлет
воряет утверждению теоремы 2.2. При такой кано
низации репера R, как следует из (2.12) и [1, (1.5)] с
учетом П40, 1формы ωa1a2 становятся главными в
каждой точке A∈Sm⊂En. Поэтому эта канонизация
репера R существует в силу леммы Н.М. Остиану [4].
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Основные обозначения и терминология соотве
тствуют принятым в [1−6], а все функции, встреча
ющиеся в данной статье, предполагаются аналити
ческими.
Рассмотрим пятимерное эквиаффинное прост
ранство A5, отнесенное к эквиаффинному подвиж
ному реперу R={A
−
,e−i}, (i=1,5) с деривационными
формулами:
(1)
где ω i, ωij − формы Пфаффа, удовлетворяющие
уравнениям структуры аффинного пространства
(2)
и соотношению ω11+ω 22+...+ω 55=0, вытекающему из
условия эквиаффинности (e1
−,e2−,e3−,e4−,e5− )=1.
В пространстве A5 рассматривается одномерное
семейство S1 двумерных плоскостей l2. Присоеди
ним к S1 репер R так, что l2=(A
−
,e1
−,e2−). Здесь и в даль
нейшем символом ls=(A
−
,x1
−,x2− ,...,xs− ) обозначается 
sплоскость (sмерная плоскость), проходящая че
рез точку A, параллельно линейно независимым
векторам x1
−,x2− ,...,xs− . Тогда дифференциальные урав
нения многообразия S1 можно записать в следую
щем параметрическом виде:
(3)
где величины A1α
 и Aαα1 удовлетворяют дифференци
альным уравнениям:
(4)
Кроме того, параметрическая форма θ 1 удовлетво
ряет квадратичному дифференциальному уравнению
(5)
Каждой точке B(ui) в A5 поставим в соответствие
гиперплоскость l4, проходящую через l2=(A
−
,e1
−,e2−):
(6)
Используя (1, 2) и (4), получаем d[e1
−,e2−]=
=(ω11+ω22).[e1−,e2−]+(Aα11[eα− ,e2−]+Aα21[e1−,eα− ]).θ 1. Следова
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тельно, гиперплоскость (6) проходит через l2 парал
лельно бивектору [e1
−,e2−]′, смежному бивектору [e1−,e2−]
вдоль S1, если выполняются условия
(7)
Проведём канонизацию аффинного репера R в
A5, при которой
(8)
Канонизация (8) приводит с учётом (2−5) к
дифференциальным уравнениям 
и характеризуется тем, что
(9)
При этом из рассмотрения исключается случай
A*=0, когда гиперплоскость l4 либо вовсе не суще
ствует (система (7) несовместна), либо таких гипе
рплоскостей имеется бесчисленное множество, пе
ресекающихся по некоторой 3плоскости, прохо
дящей через l2.
В плоскости l2 рассмотрим точку Y с радиус
вектором Y
−
=A
−
+y1e−1+y2e−2 и вектор x−=x1e−1+x2e−2. Бу
дем иметь с учётом (1), (4) и (8)
Следовательно, каждому вектору x− ||l2 отвечает
3плоскость
которая проходит через l2 параллельно вектору x
−′,
смежному вектору x− вдоль S1, а каждой точке Y∈l2
соответствует 3плоскость
проходящая через l2 и (l2)′, смежную l2 вдоль S1.
Проведём следующую канонизацию репера R:
(10)
Для удобства вычислений будем считать теперь
θ 1=ω 5. Тогда с учётом (8) и (10) имеем Dω5=ω5∧ω55.
Канонизация (10) приводит к следующим диф
ференциальным уравнениям
(11)
и характеризуется тем, что
(12)
Если точка X с радиусвектором X
−
=A
−
+x1e−1+
+x2e−2+x3e−3+x4e−4∈l4 описывает характеристический
элемент гиперплоскости (9), то из условия 
(dX
−
,e−1,e−2,e−3,e−4)=0 в силу (1), (4), (8) и (11) получаем
уравнения характеристики ch(l4): 1+x3A531+x4A541=0, x5=0.
Проведём следующую канонизацию аффинно
го репера R:
(13)
Эта канонизация (13) приводит к дифференци
альным уравнениям
и характеризуется тем, что 3плоскость l *3=
=(A
−−e−4,e−1,e−2,e−3) является характеристическим эле
ментом гиперплоскости (9) вдоль S1. При этом из
рассмотрения исключается случай A531=0, A541=0,
когда l4 и (l4)′, смежная к l4 вдоль S1, параллельны
или, когда l3 несобственная. Кроме того, плоскость 
l3123=(A
−,e−1,e−2,e−3) геометрически характеризуется тем,
что она проходит через l2 параллельно l*3. Заметим,
что вектор e−1 геометрически характеризуется тем, что
ему отвечает, согласно (12), 3плоскость l3123=l3(e
−
1).
Пусть точка X с радиусвектором X
−
=A
−
+x1e−1+
+x2e−2+x3e−3−e−4 описывает характеристику 3плоскости
l *3 вдоль S1. Тогда x1, x2, x3 удовлетворяют уравнениям
Проведём канонизацию репера R:
(14)
которая приводит к дифференциальным уравнениям
Замечаем, что при канонизации (14) l *2=
=(A
−−e−4,e−1,e−2) является характеристикой 3плоскос
ти l *3 вдоль S1.
Обычным образом получаем уравнения харак
теристики ch(l *2) плоскости l *2 вдоль S1:
Проведём такую канонизацию репера R, при которой
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Тогда
Получаем, что при канонизации (15) характе
ристикой плоскости l2* вдоль S1 является прямая
(16)
При этом из рассмотрения исключается случай
A231=0, B42=0, A211=0, когда плоскости l2* и смежная к
ней (l2*)′ вдоль S1 параллельны. Заметим, что вектор
e−3 параллелен прямой (16).
Пусть точка E4* с радиусвектором E
−
4
*=A
−−e−4+x3e−3
является характеристической точкой прямой (16)
вдоль S1, тогда x3A131−B41=0, x1=x2=x5=0, x4=1.
Проведём следующую канонизацию репера R:
(17)
Канонизация (17) приводит к дифференциаль
ным уравнениям  
и характеризуется тем, что
При этом из рассмотрения исключается случай
B41=0, A131=0, когда прямая l1 параллельна своей
смежной (l1*)′ вдоль S1. Заметим также, что 3плос
кость l 34=(A
−
,e−1,e−2,e−4) проходит через точку E4* и плос
кость l2. Легко видеть, что вектор e
−
2 является направ
ляющим вектором прямой g1=ch(l34)=(A
−−A341e−1−e−4,e−2).
Вектор e−1 параллелен прямой l11=l34l2=(A−,e−1).
Рассмотрим 2плоскость l224, проходящую через
точку E4* параллельно вектору e
−
2 и касательной к
индикатрисе (e−2). Имеем de−2=(A121e−1+e−4)ω5+ω22e−2, сле
довательно, l 224=(A
−−e−4,e−2,A121e−1+e−4).
Проведём такую канонизацию аффинного ре
пера R, при которой
(18)
Канонизация (18) приводит к дифференциаль
ным уравнениям 
и характеризуется тем, что l224=(A
−
,e−2,e−4). Кроме того,
каждой точке Y2 с радиусвектором Y
−
2=A
−
+y 2e−2 пря
мой l12=l224l2=(A
−
,e−2) отвечает в соответствии с (12)
3плоскость L3(Y2)=(A
−,e−1,e−2,y2e−4+e−5). Заметим, что
все плоскости L3(Y2) принадлежат одной гиперп
лоскости l41=(A
−,e−1,e−2,e−4,e−5).
Рассмотрим теперь прямую l12 и близкую к ней
(l12)′ вдоль S1. Они будут принадлежать некоторой
гиперплоскости x1x1+x3x3+x4x4+x5x5=0 тогда и только
тогда, когда выполняются условия x4=0, x1A11+x5=0.
Следовательно, все такие гиперплоскости пересе
каются по 3плоскости l3245=(A
−,e−2,e−4,A11e−1+e−5).
Обычным путём находим, что плоскость 
H3=(A
−
,e−2,e−4−A341e−1,e−5−A351e−1) является характеристи
кой гиперплоскости l41 вдоль S1.
Проведём следующую канонизацию репера R:
(19)
Канонизация (19) приводит к дифференциаль
ным уравнениям  
Теперь имеем l3245=(A
−,e−2,e−4,e−5), H3=(A−,e−2,e−4−A341e−1,e−5). При
этом из рассмотрения исключается случай A341=0,
когда l3245=H3. Заметим, что l3245H3=(A
−,e−2,e−5)=l225. Сле
довательно, 3плоскость l3125=(A
−,e−1,e−2,e−5) проходит че
рез плоскость l225 параллельно вектору e
−
1. Точка A ха
рактеризуется тем, что ей отвечает в силу (14) 3плос
кость l3125=L3(0). Из dA
−=(A12e−2+e−5)ω5 следует, что прямая
l15=(A
−,A12e−2+e−5) является касательной к линии A−, опи
сываемой точкой A вдоль S1.
Проведём заключительную канонизацию репера R
Из этой канонизации следуют дифференциаль
ные уравнения ω52=A251ω5, dA251−2A251ω55=B 2511ω 5. Теперь
геометрически определена прямая l15=(A
−,e−5). Заметим,
что 3плоскость l3134=(A
−,e−1,e−3,e−4) проходит через точку A
и 2плоскость l2*=(A
−−e−4,e−1,e−2) и l14=l224l3134=l3125=(A−,e−4).
Таким образом, все прямые l3i=(A
−,e−i), (i=1,5),
проходящие через точку A параллельно соответ
ствующим векторам e−i, геометрически определены.
Репер R 1семейства S1 плоскостей l2 в A5 пол
ностью канонизирован и его деривационные фор
мулы, по аналогии с [6. С. 23], запишутся в виде:
(20)
где ω5=ds является дифференциальным инвариан
том. Независимыми являются следующие 8 инва
риантов: A111, A221, A131, A331, A3410, A151, A251, A451, поэтому
1семейство S1 плоскостей l2 в A5 определяется с
произволом 8 функций одного аргумента.
Рассмотрим на прямой l12=(A
−,e−2) точку T с ради
усвектором T
−
=A
−
+te−2. Вектор e−45=te−4+e−5) параллелен
прямой пересечения плоскости l245=(A
−,e−4,e−5)=l14l15 с
линейным подпространством (A
−,e−1,e−2,e−3,T(T−))=
=l11l12l13T(T
−
). Здесь T(T
−
) означает касательную к
линии (T
−
), описываемой точкой T вдоль  S1. Векто
ру e−24=λe−2+e−4 соответствует вектор e−′45=λe−4+e−5, явля
ющийся направляющим вектором прямой пересе
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1 1 5 4 4 5 2 2 2 5
5 51 5 51 4 1
1 1 1 5 1 5
51 51 1 5 511
2 2 2 5 2 2 5
1 1 2 5 5 11
4 4 5 2 4 5
51 51 5 5 511
, , ,
( 2 ) ,
( ) ,
2 .
A A A
dA A B
dA A B
dA A B
ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω
= = = =
+ − =
+ − + =
− − =
1 3 3 1 1 3
41 51 41 4 50, 0, 0 0, 0.A A A ω ω ω= = ≠ ⇔ = = =
1 1 1 5 3 3 5
4 41 5 51
1 1 1 5 1 1 5
41 41 1 5 5 411
3 3 3 5 3 4 1 3 5
51 51 3 5 41 5 5 511
, ,
( ) ,
( 2 )
ω ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω ω
= = =
+ − + =
+ − − − =
A A
dA A B
dA A A B
1 1
21 20 0.A ω= ⇔ =
*
4 4.E A e= −
1 1 5 3 3 5 3 3 3 5 3 5
2 21 4 41 41 41 3 5 411
1 1 1 2 5 1 1 5
21 21 1 2 5 4 211
, , ( ) ,
( )
A A dA A B
dA A B
ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω
= = + − =
+ − − + =
1 1 1 1
4 31 40, 0 0.B A ω ω= ≠ ⇔ − =
1 4 3( , ).l A e e= −
1 1 5 1 1 1 5 1 2 5 5
3 31 4 4 1 2 5
1 1 1 3 5 1 5
31 31 1 3 5 311
1 1 1 5 1 3 1 5
4 4 1 5 31 4 41
5 1 1 2 4 5
5 2 3 4 5 1
, , ,
( ) ,
( ) ,
2 .
A B B
dA A B
dB B A B
dB B
ω ω ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω ω ω ω
∗
∗ ∗
= − = − + =
+ − − =
+ − − =
− + + − − =
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чения плоскости l245 с линейным подпространством
(A
−,e−1,e−2,e−3,T(e−24))=l11l12l13T(e−24). Здесь T(e−24) озна
чает касательную к индикатрисе (e−24) вектора e−24.
Векторы e−′45 и e−45 параллельны тогда и только тогда,
когда λ=t. Таким образом, точке T отвечают вектор
e−45 и вектор e−24=te−2+e−4. Заметим, что точка E4 с ради
усвектором E
−
4=A
−
+e−4 симметрична точке E4* отно
сительно точки A на прямой l 14=(A
−
,e−4). Поэтому
точка K 24 с радиусвектором K
−24=A−+te−2+e−4 есть про
екция точки E4 на прямую g=(A
−
,te−2+e−4) в направле
нии вектора e−2. Рассмотрим теперь плоскость 
l223=(A
−,e−2,e−3)=l12l13. Вектор e−23=e−2+e−3 параллелен пе
ресечению плоскости l223 с линейным подпростран
ством (A
−,e−1,e−4,e−5,T(e−1))= =l11l14l15T(e−1). Замечаем,
что прямая h=(A
−
,e−2+e−3) проходит через точку A па
раллельно вектору e−23. Поэтому точка K23 с радиус
вектором K
−23=A−+t(e−2+e−3) есть проекция точки T на
прямую h в направлении вектора e−3. Точка K3 с ра
диусвектором  K
−3=A−+te−3 есть проекция точки K 23
на прямую l 13=(A
−
,e−3) в направлении вектора e−2. Точ
ка K 45 с радиусвектором K
−45=A−+ (te−4+e−5) плоскос
ти l245 есть проекция точки E4 на прямую f=(A
−
,te−4+e−5)
в направлении вектора e−5. Поэтому точка K5 с ради
усвектором K
−5=A−+ (e−5) есть проекция точки K 45
на прямую l15 в направлении вектора e
−
4. На прямой
l 11=(A
−
,e−1) рассмотрим точку K 1 с радиусвектором  
K
−1=A−+µe−1 и выберем её так, чтобы 
(KA1

,AT

,AK 3

,AE
14,AK 5)=1, 
т.е. при µ=1/t. Тогда вектор e−35= e−3+e−5 является
направляющим вектором прямой пересечения
плоскости l235=(A
−,e−3,e−5) с линейным подпростран
ством (A
−,e−1,e−2,e−4,T(K−1))=l11l12l14T(K−1). Замечаем, 
что точка K с радиусвектором K
−
=A
−
+t 2( e−3+e−5) есть
проекция точки K 3 на прямую q=(A
−
,e−35) в направле
нии вектора e−5. Поэтому точка K5* с радиусвектором
K
−
5
*=A
−
+t 2e−5 есть проекция точки K на прямую l15 в нап
равлении вектора e−3. Точки K5 и K5* совпадают тогда и
только тогда, когда (t)3=1t=1. Поэтому при t=1 по
лучается геометрическая характеристика единич
ных точек  E
−
i=A
−
+e−i, (i=1,5), на прямых l1i. Кроме то
го, дифференциальный инвариант ds геометрически
характеризуется так (по аналогии с [6. С. 28−30]):
где V0 − главная часть объёма V=(AE1,AE2,AE3,AE4,AE5).
Таким образом, все элементы канонического
репера R={A
−,e−i} многообразия S1 в A5, в том числе
нормировка векторов e−i и дифференциальный ин
вариант ds, геометрически определены. Геометри
ческая характеристика инвариантов в деривацион
ных формулах (20) A111, A221, A131, A331, A3410, A151, A251, A451
будет предметом особого рассмотрения.
Замечание. Из геометрической интерпретации
элементов канонического репера многообразия S1
плоскостей l2=(A
−,e−1,e−2) следует, что 3плоскость 
l3=(A
−,e−3,e−4,e−5)=l13l14l15. является оснащающей плос
костью к S1 в точке A в смысле [3].
0120 ,ds V=
1
t
1
t
1
t
1
t
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